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ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ИНДИВИДУАЛЬНОГО ДОМАШНЕГО 

 ЗАДАНИЯ 

 

Закрепить теоретические знания студентов по практическому ис-

пользованию задач линейного программирования, решаемых распреде-

лительными методами. Научить практическим приемам первоначального 

распределения поставок методами «северо-западного угла», «минимума 

по строке» и «наименьшей стоимости», расчета целевой функции. 

 

СОДЕРЖАНИЕ ИНДИВИДУАЛЬНОГО  

ДОМАШНЕГО ЗАДАНИЯ 

 

Индивидуальное домашнее задание состоит из расчетно-

пояснительной записки, содержащей следующие разделы: 

1. Исходные данные для расчета. 

2. Общие положения и область использования задач линейного 

программирования, решаемых распределительными методами. 

3. Описание основных математических зависимостей, используе-

мых для решения транспортной задачи. 

4. Первоначальное распределение поставок. Расчет значения целе-

вой функции. 

  

ТРЕБОВАНИЯ К ОФОРМЛЕНИЮ РАБОТЫ 

 

Пояснительная записка (объем 5-7 с.) должна состоять из титуль-

ного листа, задания на проектирование, содержания, текста пояснитель-

ной записки и списка использованной литературы. 

Текст пояснительной записки с необходимыми расчетами, обосно-

ваниями и титульный лист должны быть написаны на стандартных лис-

тах формата А4 и оформлены в соответствии с ЕСКД. Формулы приво-

дятся с расшифровкой всех символов и с последующей подстановкой 

числовых величин. Страницы пояснительной записки подлежат сквозной 

нумерации, ссылки на литературу указываются в квадратных скобках, 

список литературы составляется в порядке ее использования. 

 

ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ К ИНДИВИДУАЛЬНОМУ ДОМАШНЕМУ 

 ЗАДАНИЮ 

 

Исходными данными являются: 
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а) задание на выполнение ИДЗ в виде таблицы с затратами на пе-

ревозку одной единицы груза, потребности в материалах потребителей и 

объемы запасов материалов у поставщиков. 

 

СТРУКТУРА ПОЯСНИТЕЛЬНОЙ ЗАПИСКИ 

 

1. Исходные данные для расчета 

 

Исходные данные включают в себя: задание на выполнение ИДЗ в 

виде таблицы с затратами на перевозку одной единицы груза, потребно-

сти в материалах потребителей и объемы запасов материалов у постав-

щиков. 

 

 

2. Транспортная задача линейного программирования 

 

2.1. Общие положения 

 

В экономическом анализе дорожного строительства можно выде-

лить широкий круг задач, решаемых методами линейного программиро-

вания. 

Транспортная задача имеет специфическую экономико-

математическую модель и решается, как правило, не универсальным 

симплексным методом, а с помощью, так называемого распределитель-

ного метода и его различных модификаций. 

Простейшими транспортными задачами являются задачи о пере-

возках некоторого однородного груза из пунктов отправления (от по-

ставщиков) в пункты назначения (к потребителям) при обеспечении ми-

нимальных затрат на перевозки. 

Их особенностью   является   необходимость   поиска   экстре-

мального   значения некоторой линейной функции, которую принято 

называть целевой функцией. В результате решения задачи рассчитывает-

ся максимум выпуска (производства) строительной продукции, получе-

ния прибыли, темпа строительных работ или минимума    затрат,    из-

держек    производства,    сроков    сдачи    объекта    в эксплуатацию и т. п. 

 

 

2.2. Экономико-математическая модель транспортной задачи 

 

Модель линейного программирования включает: целевую функ-

цию, ограничения и нормировочное условие. 
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Математическая модель задачи сведется к нахождению мини-

мума функции цели, выражающей суммарные затраты на перевозки 

всего груза. 
Целевая (или экономическая) функция L представляет собой ли-

нейную зависимость вида: 

                       min(max)
1 1







 ijх
n

i

m

j
ijCL ,                            (1) 

где Сij - стоимость поставки единицы продукции j-ro поставщика i-му 

потребителю; хij - объем поставки продукции j-м поставщиком i-му по-

требителю; п - количество потребителей (объектов строительства); т -

количество поставщиков (баз, заводов, карьеров и т. п.). 

Показатель Сij, т. е. «стоимость» является критерием эффективно-

сти решения и может иметь более широкий смысл, чем традиционная 

стоимость в форме финансовых затрат: под «стоимостью» может пони-

маться время доставки продукции, трудо - или энергозатраты и т.п. 

Ограничения формируются в форме двух групп неравенств вида: 

где а1, а2, …, аn  - потребности в материалах, конструкциях 1-го, 2-го,..., 

n-го потребителя; 

       b1, b2, …,  bт - объемы запасов материалов, конструкций у 1-го, 2-го, 

..., m-го поставщика. 

Первая группа неравенств есть ограничения по потребителям, вто-

рая – по поставщикам. 

Нормировочное условие отражает неотрицательность переменных 

хij, т.е. хij≥0. 

Это условие означает, что поставка продукции может осуществ-

ляться с j-го поставщика i-му потребителю (хij>0. либо не осуществлять-

ся (хij=0). Положительное значение хij означает, что поставка должна 

идти от поставщика  к потребителю; обратное исключено (это означало 

бы хij <0, что абсурдно). 

Если к системе ограничений (2) прибавим еще одно: 

                                             





mn

j j
b

i i
а

11
                                      (3) 

т. е. суммарная мощность поставщиков будет равна суммарному спросу 

потребителей, то мы получим закрытую модель задачи. 

Задачам, в которых  это ограничение отсутствует, т. е. 

1) х11+х12+…+х1m ≤ а1 2) х11+х12+…+х1n ≤ b1  

    х21+х22+…+х2m ≤ а2     х21+х22+…+х2n ≤ b2                  (2) 

   ……………………………… …………………………..  

 xn1+хn2+…+хnm ≤ аn    x1m+х2m+…+хnm ≤ bn  
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                                                





mn

j j
b

i i
а

11
                                    (4) 

первоначально соответствует открытая модель. 

Оптимальному решению транспортной задачи соответствует оп-

тимальное распределение поставок. При этом оптимальном распределе-

нии поставок функция цели L=c11x11+ c12x12+ …+ cnmxnm достигает своего 

минимума. 

Распределительный метод решения транспортной задачи предпо-

лагает последовательное использование расчетных таблиц, соответст-

вующих тому или иному шагу решения и содержащих определенное 

распределение поставок. Так как распределение поставок должно соот-

ветствовать базисному решению, то и клетки таблицы должны соответ-

ствовать основным (положительным) и неосновным (равным нулю) пе-

ременным. 

На практике это сводится к тому, что в клетки, соответствующие 

основным переменным, записывают поставки, а клетки, которым соот-

ветствуют неосновные (равные нулю) переменные, остаются незапол-

ненными (свободными). 

В дорожном строительстве подобные задачи встречаются доволь-

но часто. Многие из них однотипны по формулировке целевой функции,  

ограничений, а также по способам получения оптимальных решений. 

Это позволяет выделить следующие типы задач в области дорожного 

(транспортного) строительства, решаемых с применением моделей ли-

нейного программирования: 

1) материальное обеспечение строительства (составление опти-

мального плана поставок материалов и конструкций с нескольких баз, 

карьеров на  объекты строительства); 

2) организация заготовительно-транспортных работ; 

3) перемещение земляных масс (распределение грунтов из m вы-

емок в n насыпей, а при отсутствии равенства объемов грунта - переме-

щение грунта выемок в карьеры, либо поставки грунта в насыпь из боко-

вых резервов или грунтовых карьеров); 

4) комплектование специализированных подразделений (если име-

ются m видов работ и n видов техники, то следует сформировать столько 

подразделений, чтобы они обеспечили максимальную производитель-

ность или максимальный темп строительных работ); 

5) организация ремонта поврежденной техники (если на дороге 

работают m строительных организаций, а в районе строительства имеет-

ся n  ремонтных предприятий, надо так распределить неисправную тех-

нику этих организаций между ремонтными заводами, чтобы стоимость 

ремонтов (с учетом доставки техники) была минимальной, либо время 
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возвращения отремонтированной техники на объекты работ бы крат-

чайшим); 

6) распределение подразделений и организаций по объектам ра-

бот (надо так расставить m подразделений по n объектам работ, чтобы 

это обеспечило наибольшую производительность или максимальный 

темп  работ). 

Кроме того, существует большой класс сетевых задач линейного 

программирования, позволяющих проектировать рациональную сеть 

транспортных коммуникаций в регионе, выбирать направление обходов 

барьерных мест. 

Чтобы решать практические задачи с применением моделей ли-

нейного программирования, необходимо сделать постановку задачи, по-

строить саму модель, а затем выполнить решение. Наибольшую слож-

ность предстаем постановка задачи и построение модели. 

 

 

2.3. Первоначальное распределение поставок и методы полу-

чения оптимальных решений 

 

Решение транспортной задачи начинается с построения допусти-

мого базисного плана. Существует   несколько   методов   построения 

опорных планов: 

 северо-западного угла; 

 минимума по строке (столбцу); 

 наименьшей стоимости; 

 Фогеля и другие методы. 

Метод «северо-западного угла». При этом способе не обращают 

никакого внимания на показатели затрат. Начав заполнение с клетки ле-

вой верхней клетки («северо-западный угол» таблицы), ступенями спус-

каются вниз до клетки (n, m). 

Метод минимальной стоимости по строке (столбцу) предусмат-

ривает внесение максимально возможного значения хij в ту клетку каж-

дой строки (столбца), начиная с первой, в которой Сij наименьшее. 

Смысл этого действия вполне ясен - в первую очередь следует использо-

вать наиболее дешевые перевозки.  

Недостатком метода является то, что при выборе минимального Сij 

в строке мы не учитываем Сij столбца и наоборот. 

Метод наименьшей стоимости, являющийся дальнейшим разви-

тием «предшествующего метода, свободен от указанного недостатка. В 

первую очередь заполняется клетка, имеющая минимальное Сij во всей 

матрице. 
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Наиболее известными методами оптимизации являются распреде-

лительные методы. Один из них - метод «лестницы» («stepping stone»). 

Суть метода состоит в том, что вместо нулевых перевозок в опор-

ном плане последовательно вводятся единичные перевозки (по одной на 

каждый шаг оптимизации) и проверяется, будет ли возрастать или 

уменьшаться значение L целевой функции. Если выявляется перевозка, 

уменьшающая значение L, то строится новый опорный план и его опти-

мизация продолжается тем же методом. Если внесение перевозок в лю-

бую из нулевых клеток очередного опорного плана приводит к увеличе-

нию L, то данный опорный план является оптимальным. 

Таким образом, он основан на распределении некоторых значений 

хij между клетками опорного плана без нарушения баланса по строкам и 

столбцам. Условимся понимать под циклом  перераспределения совокуп-

ность одной свободной и нескольких заполненных клеток соединенных 

замкнутой ломаной линией. Замкнутая ломанная строится ходом шах-

матной ладьи, начиная со свободной клетки. 

Количество циклов соответствует числу свободных клеток опор-

ного плана, причем на одной клетке можно построить только один цикл. 

Циклы перераспределения поставок в разных транспортных задачах 

могут иметь самую различную конфигурацию (рис. 1). 

 
Рис.1.  Виды циклов перераспределения 

 

Недостатком метода лестницы является необходимость построе-

ния  циклов перераспределения для всех свободных клеток опорного 

плана. Поэтому   для    матриц    большого    объема    чаще   использует-

ся   «метод потенциалов», называемый  также  модифицированным  рас-

пределительным методом. 

Суть метода состоит в следующем. Для любой свободной клетки 

транспортной таблицы всегда существует единственный цикл, положи-

тельная вершина которого лежит в этой свободной клетке, а все осталь-

ные - в базисных. Если цена такого цикла отрицательна, то план можно 

улучшить перемещением перевозок по данному циклу. Количество еди-
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ниц груза, которое можно переместить, определяется минимальным зна-

чением перевозок, стоящих в отрицательных вершинах цикла (если пе-

реместить большее число единиц груза, возникнут отрицательные пере-

возки). Если циклов с отрицательной ценой нет, то это означает, что 

дальнейшее улучшение плана невозможно, т.е. оптимальный план най-

ден.  

Решение сводится к отысканию такой системы потенциалов,  при  

которой   соблюдается  условие  оптимальности: 

                               
.0, 



ijijij

ijij

еслихCu

Cu




                                  (5) 

Переменные ui называют потенциалами пунктов производства, a vj 

— потенциалами пунктов потребления. 

 

   

   2.4. Открытые модели транспортных задач 

 
Как    отмечалось    в    2.2,    модели   транспортных    задач, в ко-

торых 





mn

j j
b

i i
а

11  
- открытые. 

Здесь возможны два случая: 

а)  объем мощностей меньше суммарного спроса, т. е. 

                                                  





mn

j j
b

i i
а

11
,                                            (6) 

б)  объем мощностей поставщиков больше суммарного 

спроса потребителей, т. е. 

                                        





mn

j j
b

i i
а

11
,                                     (7) 

Но в том и в другом случае модель замыкают путем ввода фик-

тивного поставщика (потребителя). 

Чтобы замкнуть модель, в случае а) вводится фиктивный поставщик, 

мощность которого принимается равной разности 

      





mn

i i
а

j j
b

11
,                                            (8) 

В качестве показателей затрат на перевозки от фиктивного постав-

щика можно взять любые числа, одинаковые по всей строке фиктивного 

поставщика. Однако проще всего принять их равными нулю. После вве-

дения таким образом фиктивного поставщика модель задачи становится 
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закрытой и ее можно решать способом, изложенным выше. Следует 

только иметь в виду: устанавливая число заполненных клеток по формуле 

n+m-1, нужно в число m поставщиков включать и фиктивного поставщика. 

После того, как будет найдено оптимальное распределение поставок, 

окажется, что некоторая часть потребностей одного или нескольких потре-

бителей не может быть удовлетворена за счет мощностей реальных по-

ставщиков. 

В случае б) вводится фиктивный потребитель, спрос которого равен 

                                                         





mn

j j
b

i i
а

11
,                                     (9) 

Показатели   затрат   в   столбце   фиктивного   потребителя следует 

принять равными нулю. 
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  Приложение 

                                       Пример расчета 

 

Выполнив первоначальное распределение поставок по методу «се-

веро-западного угла», «наименьшей стоимости» и «минимума по стро-

ке», найти оптимальное распределение поставок и минимальные затраты 

на перевозки в следующей задаче: 

Таблица 1 

Карьеры 
Мощность 

карьеров 

Потребность в материале 

1 2 3 

90 90 120 

I 120 7 6 4 

II 100 3 8 5 

III 80 2 3 7 

Проверим, что модель является закрытой: 

.
3

1

3

1
..,300

3

1
,300

3

1










 j j

b
i i

ает
j j

b
i i

а  

Число поставщиков: n=3; 

Число потребителей: m=3; 

Число всех клеток:3·3=9; 

Число заполненных клеток:3+3-1=5; 

Число свободных клеток:9-5=4. 

Решим задачу методом «северо-западного угла». 

Снабдим каждую клетку двойным номером, совпадающим с   ин-

дексами   соответствующей   этой   клетке   переменной (первый индекс 

совпадает с номером поставщика, второй - с номером потребителя). В 

верхнем левом (северо-западном) углу таблицы стоит одна из искомых 

переменных х11. На 1-м шаге примем произвольно ее значение равным 

меньшей из величин а1 и b1, т. е. x11 = min(а1; b1)=90. 

Объем вывозки из карьера 1 на участок 1 не должен быть больше 

общей потребности в материале для этого участка (x11 ≤ b1=90) и в то же 

время он не может быть больше запасов в карьере 1 (x11 ≤a1=120). Сле-

довательно, x11 = min(а1; b1)=90  и соответствует наибольшему, который 

только возможен по условиям задачи, объему вывозки на участок 1 из 

карьера 1. Приняв x11 = a1=90, получаем, что x21=0 и x31=0, так потреб-

ность 1-го объекта в материале полностью удовлетворена.  

Данные после первого цикла построения приведены ниже: 
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Таблица 2 

Карьеры 
Мощность 

карьеров 

Потребность в материале 

1 2 3 

b1=90 b2=90 b3=120 

I а1- b1= 30 x12=90 x 12 x 13 

II а2=100 x21=0 x22 x23 

III а3=80 x 31=0 x 32 x 33 

Но в первом карьере остались запасы, равные 30, которые постав-

ляем на второй объект.  

На 2-м шаге в северо-западном углу оказывается уже неизвестная 

величина x12, которая также назначается из условия x12 = min(a1-b1; b2). 

Примем х12 = a1-b1= 30, а  х13 = 0, так как все запасы карьера 1 уже 

исчерпаны. 

Данные после второго  цикла построения приведены ниже: 

Таблица 3 

Карьеры 
Мощность 

карьеров 

Потребность в материале 

1 2 3 

b1=0 b2-( a1-b1) =60 b3=120 

I а1=0 x12=90 x 12=30 x 13=0 

II а2=100 x21=0 x22 x23 

III а3=80 x 31=0 x 32 x 33 

На 3-м шаге в северо-западном углу оказывается уже неизвестная 

величина x22, которая также назначается из условия x22 = min(a2; b2-( a1-

b1)).  

Таким образом, на объект x22 необходимо осуществить   поставку 

x22=90-30=60. Приняв x22=60, получаем x32=0 -  потребность второго 

объекта полностью удовлетворена. 

Тогда после3-го шага получаем следующую таблицу-матрицу: 

Таблица 4 

Карьеры 
Мощность  

карьеров 

Потребность в материале 

1 2 3 

b1=0 b2=0 b3=120 

I а1=0 x12=90 x 12=30 x 13=0 

II а2- b2-( a1-b1) =40 x21=0 x22=60 x23 

III а3=80 x 31=0 x 32=0 x 33 

Остаток материала  во втором карьере составил а2- b2-( a1-b1) = 

100-60=40.  
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На 4-м шаге в северо-западном углу оказывается уже неизвестная 

величина x23, которая также назначается из условия x23 = min(а2- b2-( a1-

b1); b3), т.е. на третий объект необходимо осуществить поставку x23=40. 

Тогда после 4-го шага получаем следующую таблицу-матрицу: 

Таблица 5 

Карьеры 
Мощность 

карьеров 

Потребность в материале 

1 2 3 

b1=0 b2=0 b3- а2- b2-( a1-b1)=80 

I а1=0 x12=90 x 12=30 x 13=0 

II а2=0 x21=0 x22=60 x23=40 

III а3=80 x 31=0 x 32=0 x 33 

На 5-м шаге в северо-западном углу оказывается уже неизвестная 

величина x33, которая также назначается из условия x33 = min(a3; b3- а2- 

b2-( a1-b1)). Таким образом, на объект x33 необходимо осуществить   по-

ставку x33=80 – все запасы карьера 3. Потребность третьего объекта пол-

ностью удовлетворена. 

Тогда после 5-го шага получаем следующую таблицу-матрицу: 

Таблица 6 

Карьеры 
Мощность 

карьеров 

Потребность в материале 

1 2 3 

b1=0 b2=0 b3=0 

I а1=0 x12=90 x 12=30 x 13=0 

II а2=0 x21=0 x22=60 x23=40 

III а3=0 x 31=0 x 32=0 x 33=80 

Решим задачу методом «наименьшей стоимости». 

Выберем клетку, имеющую наименьший показатель затрат. Такой 

показатель, равный двум, находится в клетке x31. Произведем поставку в 

эту клетку. Величина поставки на объект x31 равна min(a3; b1)=80. Пер-

вому потребителю необходима еще поставка в 10 ед. Он может ее полу-

чить как от первого, так и от второго поставщика. Но так как показатель 

затрат в клетке x12  меньше, то  x12=10. При этом x11=0. Так при поставке 

на первый объект мощность третьего карьера была исчерпана, то   x32=0 

и x33=0. После первого цикла имеем  следующую таблицу-матрицу: 

Таблица 7 

Карьеры 
Мощность 

карьеров 

Потребность в материале 

1 2 3 

b1=0 b2=90 b3=120 

I а1=120 x12=0 x 12 x 13 

II а2- (b1- a3)=90 x21=10 x22 x23 

III а3=0 x 31=80 x 32=0 x 33=0 
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На 2-м шаге на втором карьере остались мощности размером а2- 

(b1- a3) =90. Их можно поставить на 2-й или 3-й объект. Отдадим их 3-му 

потребителю, т.к. затраты в клетке x23 меньше, чем в клетке x22, т.е. 

x23=90, а x22=0. 

После второго цикла имеем  следующую таблицу-матрицу: 

Таблица 8 

Карьеры 
Мощность 

карьеров 

Потребность в материале 

1 2 3 

b1=0 b2=90 b3- а2- (b1- a3)=30 

I а1=120 x12=0 x 12 x 13 

II а2=0 x21=10 x22=0 x23=90 

III а3=0 x 31=80 x 32=0 x 33=0 

Недостающие 30 ед. третий объект получит с первого карьера, т.е. 

x13=30. Оставшиеся 90 ед. на первом карьере поставим на 2-й объект и 

тем самым удовлетворяем спрос 2-го потребителя, т.е. x 12=90. 

После третьего цикла имеем  следующую таблицу-матрицу: 

Таблица 9 

Карьеры 
Мощность 

карьеров 

Потребность в материале 

1 2 3 

b1=0 b2=0 b3=0 

I а1=0 x12=0 x 12=90 x 13=30 

II а2=0 x21=10 x22=0 x23=90 

III а3=0 x 31=80 x 32=0 x 33=0 

Решим задачу методом «минимума по строке». 

В первой строке таблицы 1 найдем минимальное значение сij, а 

именно с13=4. Тогда  следует принять х13= min(а1; b3), т.е. в рассматри-

ваемом случае х13= а1=120. При этом х11=0, х12=0, , х23=0 и  х33=0 т.е. по-

лучим вспомогательную таблицу-матрицу:   

Таблица 10 

Карьеры 
Мощность 

карьеров 

Потребность в материале 

1 2 3 

  b1=90 b2=90 b3=0 

I а1=0 x12=0 x12=0 x 13=120 

II а2=100 x21=0 x22 x23=0 

III а3=80 x31=0 x32 x33=0 

Переходя ко второй строке таблицы 1 строке таблицы 1 найдем, 

что минимальное значение сij есть с21=3. Тогда  следует принять х13= 

min(а2; b1), т.е. в рассматриваемом случае х13= b1=90. Следующее мень-

шее значение сij во второй строке таблицы 1 с23=5. Однако после первого 

шага значение x23=0 уже определилось. Оставшееся значение сij во вто-
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рой строке таблицы 1 с22=8. Примем поэтому x22= min(а2- b1; b2), в нашем 

случае x22= а2- b1=10. 

Данные после второго  цикла построения приведены ниже: 

Таблица 11 

Карьеры 
Мощность 

карьеров 

Потребность в материале 

1 2 3 

b1=0 b2-( а2- b1)=80 b3=0 

I а1=0 x12=0 x12=0 x 13=120 

II а2=0 x21=90 x22=10 x23=0 

III а3=80 x31=0 x32 x33=0 

После последнего 3-го шага получаем опорный план: 

Таблица 12 

Карьеры 
Мощность 

карьеров 

Потребность в материале 

1 2 3 

b1=0 b2=0 b3=0 

I а1=0 x12=0 x12=0 x 13=120 

II а2=0 x21=90 x22=10 x23=0 

III а3=80 x31=0 x32=80 x33=0 

Вычислим значения целевой функции для опорных планов, по-

строенных тремя методами. Для опорного плана, построенного по мето-

ду северо-западного угла, получим: 

L = c11x11+ c12x12+ c13x13+ c21x21+ c22x22+ c23x23+ c31x31+ c32x32+ 

c33x33=7·90 + 6·30 +4·0+3·0 8·60 + 5·40 + 2·0 +3·0  +7·80 = 2050 ден.ед.  

Для  опорного  плана,  построенного  по  методу  «минимума  по 

строке», получим: 

L = c11x11+ c12x12+ c13x13+ c21x21+ c22x22+ c23x23+ c31x31+ c32x32+ 

c33x33=7·0 + 6·0 + 4·120 + 3·90 + 8·10 + 5·0  +2·0+3·80 +7·0 = 1070 ден.ед.  

Для  опорного  плана,  построенного  по  методу  «наименьшей 

стоимости», получим: 

L = c11x11+ c12x12+ c13x13+ c21x21+ c22x22+ c23x23+ c31x31+ c32x32+ 

c33x33=7·0 + 6·90 + 4·30 + 3·10 + 8·0 + 5·90  +2·80+3·0 +7·0 = 1300 ден.ед.  

Вывод: Таким образом, опорный план, построенный по методу 

«минимума по строке», обусловливает меньшие значения целевой функ-

ции и потребует для своей оптимизации меньшего числа итераций. 
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